Chapitre 12 — Fonctions cosinus et sinus

Spé Maths Terminale

Capacités attendues

— Utiliser la parité et la périodicité de sinus et cosinus.

— Résoudre des équations et des inéquations trigonométriques simples.
— Dériver et primitiver des fonctions trigonométriques composées.

1 Définition et propriétés
Définition 1

On se place dans un repére orthonormé et on considére le cercle trigonométrique. Soient x un réel et M le
point du cercle trigonométrique associé a x.

— sin(z) est I'ordonnée du point M.
— cos(x) est I'abscisse du point M.

Propriété 1

Pour tout réel x :

—1 < cos(z) < 1, —1 <sin(z) < 1, cos?(x) + sin®(z) = 1.

Propriété 2
— La fonction cosinus est paire : cos(—x) = cos(x).
— La fonction sinus est impaire : sin(—x) = —sin(x).

— Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques :

cos(z + 2m) = cos(z),

sin(x 4 27) = sin(x).

2 Equations et inéquations trigonométriques
Propriété 3

Pour tout a € R et tout x € R :

— cos(z) =cos(a) <=z =a+2kr oux = —a+ 2km, avec k € Z;
— sin(z) = sin(a) <= x = a+ 2kw ou © = 7 — a + 2k7, avec k € Z.

Remarque 1

Pour résoudre une équation ou une inéquation sur un intervalle donné, on commence par placer les solutions

sur le cercle trigonométrique, puis on ne conserve que celles qui appartiennent a l'intervalle demandé.
Exemple 1

1
Résoudre sin(z) = = sur [0; 27].

1 s o7
Sur le cercle trigonométrique, sin(x) = = pour © = 6 oux = —. Donc :




Exemple 2

3

Résoudre cos(x) < 0 sur [0; 27].
Le cosinus est négatif ou nul sur la partie gauche du cercle trigonométrique, donc :
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Dérivées

Propriété 4

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et, pour tout réel x :

(cosz) = —sinwx, (sinz)’ = cosz.

Propriété 5

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Les fonctions définies sur I par

f(z) = cos(u(x)) et g(x) = sin(u(x))

sont dérivables sur I et, pour tout x € I :

F@) = —d(@)sin(u(@),  ¢'(x) = (x) cos(u(x)).

Exemple 3

4

Si f(z) = sin(3z% — 1), alors u(z) = 32% — 1 et u/(x) = 6z. Donc :

f'(z) = 6z cos(3z? — 1).

Primitives

Propriété 6

5

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
— o/(x) sin(u(z)) a pour primitive — cos(u(x)) sur I.
— u/(z) cos(u(z)) a pour primitive sin(u(z)) sur I.

Exemple 4

Une primitive de f(x) = 2cos(2z + 1) est F(z) = sin(2z + 1).

Variations

Propriétée 7

La fonction cosinus est décroissante sur [0; 7], de 1 a —1.
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Propriété 8

. . . ™ C us
La fonction sinus est croissante sur [O; 5] puis décroissante sur [57 77} .
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